Correction du devoir maison n°3

Partie A : continuité et dérivabilité des fonctions circulaires

1. Des inégalités utiles

(a)

I xMH i
(b) i. Le triangle OM I est un triangle d’aire Of x = sm(x).

2 2
Ol xIN ¢t
ii. Le triangle ONI est un triangle rectangle d’aire ; = an2($)'
iii. Le secteur circulaire OM I est d’aire g
J—— i t
Or, OMI Cc OMI Cc ONI donc 51n2(x) < g < aI;(I). Finalement,

Vo € [O; g{, 0 <sin(z) <z < tan(x)

2. Continuité en 0

(a) Par le théoréme d’encadrement, lim, sin(z) = 0.
z—0

La fonction sinus est impaire donc lim sin(x) = — lim sin(z) = 0.
z—0~ z—0t

Or, sin(0) = 0 donc la fonction sinus est continue en 0.

(b) Soit = € {0; g {, (cos(z))? = 1 — (sin(z))?. Par les inégalités de la premiere partie,

0 < sin(z) <z
0 < (sin(z))* < 2?
—2® < —(sin(x))* <0
1—2> < 1—(sin(z))?*<1
1—2* < (cos(z))*<1

(c) Par le théoreme d’encadrement, lim cos(x) = 1.
z—0

La fonction cosinus est paire donc lim cos(x) = lim cos(z) = 1.
z—0~ z—0t

Or, cos(0) = 1 donc la fonction cosinus est continue en 0.
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3. Continuité sur R
(a) Soient a,h € R, cos(a + h) = cos(a) cos(h) — sin(a) sin(h)
sin(a + h) = sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h).
(b) }1113(1) sin(a+h) = }lllg(l) cos(a) sin(h)+sin(a) cos(h) = cos(a)
Donc, la fonction sinus est continue en a.
(c) Soit a € R,

: }ll% sin(h)+sin(a). }llli% cos(h) = sin(a)

lim cos(a + h) = lim cos(a) cos(h) — sin(a) sin(h) = cos(a). lim cos(h) — sin(a). lim sin(h) = cos(a)
h—0 h—0 h—0 h—0

Donc, la fonction cosinus est continue en a.

(d) La fonction tangente est le quotient de deux fonctions continues avec un dénominateur qui ne

s’annule pas sur | J ]g +km 54 (b + 1)7r[ donc elle est continue.
kEZ

4. Des limites utiles

sin(x)

s
(a) On va proposer un encadrement. La fonction z +— est paire. Soit x € {O; 5 {

sin(x) <1 et cos(x) < sin(x
x x
sin(z) sin(z sin(z)

=1.

Par encadrement, lim = 1. Par parité, lim =1 et donc lim
z—0t X z—0— X z—=0

(b) On utilise la limite précédente

cos(z) — 1 _ —2sin(%)? — s (w) » sin (%)

x x 5
o o _ . cos(x) —1
Par opération sur les limites, on obtient que hgr(l) ——— =0.
z x
5. Dérivabilité sur R
(a) Soit a € R, h € R*.
sin(a + h) — sin(a) _ cos(a) sin(h) + sin(a) cos(h) — sin(a) _ Cos(a)‘sin(h) N cos(h) — 1 sin(a)
h h h
donc }llimo sin(a + h) = sin(a) = cos(a).
—
La fonction sinus est donc dérivable en a et sin’(a) = cos(a).
(b) Soit a € R, h € R*.
cos(a + h) — cos(a) _ cos(a) cos(h) — sin(a) sin(h) — cos(a) _ Cos(a)'COS(h) —1 sin(h) sin(a)
h h h h
B) —
donc lim cos(a + h) = cos(a) = —sin(a).
h—0 h
La fonction cosinus est donc dérivable en a et cos’(a) = — sin(a).

(c) La fonction tangente est le quotient de deux fonctions dérivables avec un dénominateur qui ne

s’annule pas sur | J ]g +km 5+ (b + 1)7r[ donc elle est dérivable sur cet ensemble et
keZ

,  sin’.cos—sin.cos’  cos? +sin? N 1
tan’ = 5 = ;— =1l+tan” = —
cos cos cos
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Partie B : lien entre bijectivité et complémentaire de I'image directe

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : F — F une application.

1. Supposons que f est surjective.
Soit A € P(E).
Soit y € f(A). On a y € F. Par surjectivité de f, il existe = € E tel que y = f().
Par I’absurde, supposons que x € A.
Donc y = f(z) € f(A). Ce qui est absurde car y € f(A).
Par conséquent, z € A, d'ou y = f(x) € f(A).
D'ou VA € P(E), f(A) C f(A).
Supposons que : VA € P(E), f(A) C f(A).
D’apres U'hypothese, f(E) C f(E) ie. Im(f) C f(0) i.e. Im(f) =0 i.e. Im(f) = F.
L’application f est surjective.

Conclusion : f est surjective si, et seulement si, VA € P(E), f(A) C f(A).

2. Supposons que f est injective. Soit A € P(E).
Soit y € f(A).
Donc il existe z € A tel que y = f(x).
Par 'absurde, supposons que y € f(A). Donc il existe 2’ € A tel que y = f(z'). D’ou f(x) = f(a'),
puis par injectivité de f, x = 2’. Par conséquent, x € A ce qui est absurde.
Donc y € f(A).
D'ott VA € P(E), f(A) C f(A). -
Supposons que : VA € P(E), f(A) C f(A).
Soit 1, x5 € E. Supposons que f(x1) = f(x2).
Par absurde, supposons que x; # xz. Donc x; € {xo}, dou f(z1) € f({z2}) C f({x2}) .
Or f(z1) = f(x2) € f({x2}). Absurde.
D’ou 27 = 5.
L’application f est injective.
Conclusion : f est injective si, et seulement si, VA € P(E), f(A) C f(A).

3. D’aprés les deux questions précédentes : f est bijective si, et seulement si, VA € P(E), f(A) = f(A).
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